CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 18 aprilie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A

1. in triunghiul ABC, mediana AD si bisectoarea [CE se intersecteaza in P.

Notim {F}=BPNAC.

a) Folosind relatia data de Teorema lui Ceva, demonstrati ca EF || BC .

b) Demonstrati ca triunghiul CEF este isoscel.

Solutie:
L 2p
FC DB EA
Deduce £:£:>EF||BC ............................................... 2p
FC BE

b) Deducem ca FEC = ECB (alterne interne), de unde
FEC = FCE , adicd ACEF este isoscel

2. Se considera triunghiul echilateral ABC, avand latura de lungime 2 cm. Pe laturile acestuia se iau
punctele M € BC,Ne AC,Pe AB astfel incdt BM =x,CN =ysi AP=z,unde x,y,z€(0,2).
a) Calculati aria triunghiului ABC;
b) Calculati ariile triunghiurilor PBM, MCN si PAN, in functie de x, y, z.
¢) Deduceti ca: x(2—z)+y(2-x)+z(2-y)<4.

Solutie:
2
a) A, =~3cm’ ( _! 43J ................................................. 1p
BM -BP-sinB  x(2-2)\3
b) Apy = e 1p
2 4
CN-CM -sinC y(2—x)\/§
Ajiey = S 1p
2 4
AP-AN-sinA _z(2—-y)\3
Ay = 2 = G e 1p

) Auppnr T Aumen T Aupan < Asane :x(z_z)+Y(2_x)+Z(2_)’)<4
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Profil real, specializarea stiintele naturii

3. a) Demonstrati cd 1 +l > 4
a b a+b
b) Demonstrati ca L+L+...+L > 13 .
501 502 1000 20

,(‘v’)a,be ]Ri,a;tb.

Solutie:
a)l+l> t atb, 4 & (a+b)’ >4ab & (a—b)’ >0, adevarat
a b a+b ab a+b
sau
Din inegalitatea mediilor avem ca atb > L,(V)a,be R’,cu a#b, deci l"'l > !
1 1 a b a+b
a b

b) Grupam in perechi fractiile egal departate de capete:

11 11 11
—+ + + T o e mlnt N
(501 1000) (502 999} (750 751}

A 1 1 4 1 1 4 1 1 4
Aplicand punctul a) avem ca —+ > ; +—>— . —+—>—
501 1000 1501 502 999 1501 750 751 1501

. . e y A . A 4
Prin sumarea acestor inegalitati obtinem ca suma din stinga este mai mare decat 250- 1501

1000

Cum —— > % rezultd concluzia Problemei ...........eeveeiiiiieniiiiiniiete e

1501

4. Doi melci M, si M, au plecat la ora 7 dimineata din punctul A spre punctul B, mergand

1n linie

dreapta. Viteza lui M, este de 12 m / ora. La Tnceput M, a avut o vitezd de 8 m / ord dar, la 2 ore
de la plecare s-a suit pe spatele unei broaste testoase T care plecase tot din A spre B cu viteza de
20 m / ora. Melcul M, si broasca T 1-au ajuns pe M; si dupa inca 4 ore au ajuns in B. Melcul M,
a coborat imediat de pe spatele lui T si a plecat din B spre A cu o vitezd mai mica de 4 m / ora.

a) La ce ora M, 1l ajunge pe M, ?
b) Care este distanta dintre A si B ?
c) Intre ce ore (numere intregi) M, 1-a intalnit pe M, care se Tntorcea din B spre A ?

A > B
Ora
Distanta 7 9 10
parcursa
de:
M, 0 24 36
M, 0 36 36
Solutie:
a) Pana la ora 9 melcul M, parcurge 24 m iar melcul M, parcurge 16 m ........ccoeceeeieiiencenienene 1p
b) Pana la ora 10 melcul M; parcurge 36 m iar melcul M; parcurge 16 + 20 =36 m
(decila ora 10 M; 1 aJunge P& M) weeeeieeiieieeeeeeee ettt ettt e e e neas 1p
(Daca face direct aceastd afirmatio S€ ACOTAA ............ccueeeieeierveesirieeceeesreeesiaeesreesreeesseesssaeeserens 2p)
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b) M, si T ajung 1n B la ora 14, deci distanta dintre A si Beste 36 +4 - 20 =116 m .....ccc.ccceeene. 1p
c) La ora 14 melcul M, se aflala 7 - 12 = 84 m de A si mai are de parcurs 116 - 84 = 32 m pana in B
........................................................................................................................................................... 1p
In urmitoarele 2 ore melcul M; a mai parcurs inci 24 msi mai are de parcurs inca 8 m pani in B

........................................................................................................................................................... 1p
In aceste 2 ore, M, a parcurs mai putin de 8 m si deci inca nu s-au IntaInit ...........cccoovvevvvveeeeenne. 1p
M; si M; se intalnesc Intre Orele 16 Si 17 ..ocvviiiiieiiei e et 1p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A

1. Rezolvati ecuatiile:
a)log,(x+3)-log _,3=2,xeR;

b)4*-9* =10"-15", xe R.

Solutie:

a) Conditii necesare: x+3>0,x—=3>0 1 x=3# 1 ...oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 1P
log,(x+3)-log, ,3=2 <=>log,(x+3)- SR SN log,(x+3)=10g,(x=3)" ...0vrrrrrnenn. 1p

log,(x—3)
x+3=(x—-3)><=>x"-7x+6=0cu x, =1(respinsi de x—3>0), x, =6 solutie unici ............ 1p
b) 4" =9 =10" =15 <=> (2" =3 ) (2" +3" =5 ) =0 e te it 1p
2" -3"=0<=> (%j =1=>S0IUtE X =0 1ot 1p
2X+3X—5x:0<:>(zj +(§) e S O 1p
5 5
N 2V (3Y) . s

Solutie unicd x =1, deoarece f:]R—)]R,f(x)z 3 + 3 strict monotona ....................... 1p

2. Se considerd ecuatia z° +2i(cosa)-z—cos’a=0, unde a€ R . Determinati valorile lui a pentru
care ecuatia admite solutia z=i-sina .

Solutie:
Avem ci i*sin® a+2i* cosa-sina—cos’ a =0, adici (sina+cosa)> =0sau sin2a=—1.......... 4p

Deducem ci sina+cosa =0, de unde az—%+k7r,ke 7 sau din 2a:(—1)k377[+k7r:

RY/4 V.4
= A= () T R K€ L o R)
a=(-1) 2 7 p

3. a) Demonstrati cd x—y = (3/;—%/;)(\3/)3 +3xy +3/y° ),Vx,ye R;
b) Demonstrati ca vn+1 —\/; >3In+1 —3/; , oricare ar fi numarul natural nenul »
Solutie:
a) Demonstreaza prin calcul direct relatia din ipoteza ...............c.coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeceeeeee .. 2P

b) Inegalitatea revine la
1 1

>
Nn+1+n " o+ +3fnm+1) +3/n?
1 2 1 2
fhsa Vn+1l=(m+D2<(m+1)? =3Jm+1)? si Vn=n2 <n® =yn*, de unde rezulti inegalitatea

433412111 0 PP 1
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Profil real, specializarea stiintele naturii

4. in desenul aliturat avem o parte din strizile orasului New
York. Oswald se afld in O(0,0) si doreste sd ajungd cit “

mai repede la Mary aflatd In M (9,5) . El trebuie sd mearga
doar spre nord sau spre est, plecind din O pe o linie T
poligonald(ca in figura alaturata) _E,
a) Cati metri trebuie mearga spre est (orizontal) si citi spre

nord (vertical) pentru a ajunge in M? & ;;:r'
b) In cate moduri poate parcurge astfel Oswald drumul din "

O in M? (Coordonatele punctului M sunt exprimate In unitdti de lungime, iar o unitate de
lungime este 100 m)

Solutie:
Orice drum ar alege el trebuie sa faca 900m orizontal (spre est) si 500 m vertical (spre nord) ...... 3p
Numdrul drumurilor de lungime minima va fi C;, = 2002 ......cccoocveririieseeeiieeeeiiiieeeeienneee.. 4P
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A XI-A

1. Sedau functiile f,g:[0,1] >R, f(x)=xV1-x*+arcsinx si
1_ 42
g (x) =x\1-x* —arcsin x—4arctg (uj .
x
a) Calculati f'(x) si g'(x).
b) Demonstrati cd f (x) =27+ g(x),Vxe[0,1]

Solutie:

) £ (1) = 201 = X7 oo 2p
g (x)=2 L 7 ettt ettt en s 2p
b) Deducem cd: f(x)—g (%) =¢, VA€ [0,1].oiuiiiiriiiiiriiieicere e 1p
Pentru x=1 avem ¢ = f(1)—g(1) =27 sau pentru x=0 avem c= f(0)—g(0) =27 coervveveuc.. 1p
Asadar f(x) =274 g(x), VXE [0,1] it 1p

2. Un obiect este ldsat si cada liber; presupunem ci rezistenta aerului este proportionald cu pétratul
vitezei pe care o atinge obiectul. Timpul 7 (in secunde) necesar pentru ca obiectul sd atinga

viteza v (in metri / secunda) este dat de regula 7(v)=1In 28 v ,ve[0,60).
-y

a) In cat timp obiectul ajunge de la viteza v =0m/s pani la viteza v=27,57m/s? (In2,71=1)
b) Ce viteza atinge obiectul dupd 3 secunde? (e’ =19,90)

¢) Determinati asimptota verticald a functiei 7 =¢(v).

Nota. In calcule se va considera pentru numarul lui Euler e valoarea aproximativa 2,71, iar
numerele vor fi scrise cu doua zecimale exacte.

Solutie:

m ca 1(0)=In1=0,iar 7(27,57) =1In2,7 =1, deci timpul cerut este de 1 secunda. ........... 2p

b) Ecuatia In got: =3 are solutia ¥ ="54,26T1/S. ..ccceeiirrierieie ettt e 3p

¢) Domeniul de definitie al functiei r =7(v) este [0,60). Intrucat Vli/rr610t(v) = 40, rezultd ca dreapta

de ecuatie v =60 este asimptota verticald (la stdnga) pentru functia £. ......c..ccocevverniinicnieneenenn, 2p
0 1 1

3. In M, (R) se considerd matricea A=|{0 0 2

0 00
a) Demonstrati cd A’ =0, si det(/, +A)-det(13 —A+A2) =1
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Profil real, specializarea stiintele naturii

b) Calculati 2-A+3-A> +4-A>+...+2011- A"
¢) Calculati (I,+A)", Vne N’

Solutie:
Q) A% = 0 oo 1p

det(I,+A)-det(I,— A+ A*) =det| (I, +A)(I,~ A+ A”) |=det (1" + A*) =det(l, +0,) =

=det I, =1(sau calculeaza separate fiecare determinant )..........ccccceoeveveesiniinininiininenneee.. 2P

D)DIN A* =0, => A" =0, VI 23 it e 1p
0 2 8
2-A+3- A+ +2011- A7 =2-A43-A={0 0 4| .coiiiiiiiiiiiiiieiie e 1P
0 00
O)(L+A) =C) I +C I A+CH L7 A+ C L7 A4 e U
1 n o
n n(n—l) )
(I,+A) =I3+nA+T‘A SLO T 27 | e 1p
0 0 1
) ) ) 1+2a a
4. Fie ae R si matricea X (a)=
-2a l-a

a) Demonstrati cd X (a)- X (b)=X (a+b+ab),Va,be R;
b) Demonstrati ca X" (1)=X (2” —1),‘v’ne N*

Solutie:

a) Demonstreaza relatia din ipoteza prin calcul dir€Ct ..........ceeeveeiieiiiieiieieieie e 2p
b) Verifica relatia X7 (1)= X (3) = X (27 = 1) cooeroorioeososcossscssccccccccccsciesosssssnssseseseeseeesees e 2p
Presupune ca X (1) = X (2 =1) woocvvvvvvveereeeeceececeneeesssssssssssssssssssssssisisissssssssssssssssssssseeeecesecesesees 1p
X ()= X5 (1) X (1) = X (25 —14+142 =1) = X (2 1) e 2p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A XII-A

1. Consideram functia f:R > R, f(x)=(x—1)e™. Notdim A(n) aria multimii plane marginita

de graficul functiei f,axa Ox sidreptele x=1 si x=n, unde ne (1,0).

a) Calculati A(n).
b) Calculati lim A(n).

n—oo

Solutie:

=—e_”(n—1)—e_"+e_l:—%4—l ................................................................................................... 5p
e e
T UC ) E 2p
n—oco e
2
2. Calculati: Ix4+l-dx
x +1

Solutie:

Metoda 1

x2+1_ x*+1 _ X +1 _ 2p

il (x2+1)2_(\/§'x)2 (xz—\/z-x+1)(x2+ 2-x+1) ....................................................

_ Ax+B + Cx+D 1p

Y T T B
A=0
B=

:>x2+1E(Ax+B)(x2+ 2-x+1)+(Cx+D)(x2—\/§-x+1):> C—? ................................... 2p
p=Y,

x*+1 1 dx 1 dx

'[x4+l ' 2'[x2—\/§-x+1 Zsz+ 2-x+1

=l dzx +l dzx :ﬁarctg(xﬁ—l)%-ﬁ-arctg(xﬁ+1)+€=

2By (1Y 2 Ay 1Yy 2 2

-+ = |+ =
T2 (ﬁj 2 (ﬁj
= —-[arctg(xﬁ—1)+arctg(X\/E+l)J+C ................................................................................. 2p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Metoda 2 (solutie deosebitd)

’

1
5 1+— (x—)‘dx 3
[ gem [ g 3 :L.arctg(x 1J+c ...................................... 7
L

X+l el [x—ij2+(\/§)2 V2 2

-1 1 11 2
a) Calculati: A* B>, A-B,B-A

b) Aratati cd G este parte stabild a multimii M, (R) in raport cu inmultirea matricilor.

o . I -1 11 t 1 .
3. Se considera matricele A = :B= ;M,:—-A+?-B,1ar G={M,11>0}.
t

c) Aratati ca (G,e) este un grup abelian.

Solutie:

a) Pentru fiecare din cele 4 cerinte CAte 0,5 P -.eeeeeerieerienieeie ettt 2p
b) Efectueaza calculele si foloseste corect punctul anterior .............cceeeueereerierieeiieeeeseeseee e 2p
¢) Scrierea corecta a celor 5 axiome, invocarea punctului b) si verificarea celorlalte.. ................... 3p

4. Se da polinomul cu coeficienti reali P(x)=x"+ax’ +bx+c.

a) Dacd a,b,ce Q si P(1)=-2, P(\/E) =0, sa se rezolve ecuatia P(x)=0.

b) Daca a,b,ce R astfel incat |a|, |b|,|c[ < 2010 si existd xe R astfel incat P(x)=0, sd se
demonstreze ca x < 2010.
Solutie:
a) = =4J2a+c= 9D =2 P
P(V2)=0 " [2a+e+2(b+2)=0 " | " 0y
P(x):x3+x2—2x—2:(x+1)(x2—2) ’
........................................................................................... p
P(x)=0=x =—Lx,=—/2,x,=+/2
b) Reducere la absurd.
Presupunem ca (EI) x 22011, care sd satisfacd conditiile date ...........cocceeverriiniiiiiiiienienicniceene 1p
P(x)=0=x"=-ax’—bx—c< 2010()62 +x+l) = 201?'()63 —1) 1p
x—

1 < 1 N 2010 <
x—1 2010 x—1
Obtinem: X° < X7 —1(ADSUIA) .....vveivievieceeiieceeee ettt 1p
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